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A. A projektidészakban elvégzett munka 6sszefoglalasa (max. 2 oldal)

Racionalis ortogonalis rendszereket tobb helyen alkalmaznak a jelfeldolgozas, valamint a
rendszer- és iranyitaselmélet teriletén is. Ezen rendszerek elemei racionalis tértfiggvények,
melyek polusai a zart komplex egysegkoron kivul helyezkednek el. A raciondlis ortogonalis
rendszerek egy széles osztalyat alkotja a Malmquist-Takenaka rendszer (1925), amely magaba
foglalja tébbek kozoétt a trigonometrikus rendszert, illetve a Laguerre- és Kautz-rendszert is.
Korabban a diszkrét Fourier transzformaciéhoz hasonléan a Malmquist-Takenaka rendszernek is
egy diszkretizalt valtozata lett bevezetve. A diszkretizaciés pontok halmazarél kéztudott volt, hogy
stacionarius pontjai egy logaritmikus potencialfuiggvénynek. Ezzel kapcsolatban egy Pap Margit és
Schipp Ferenc altal felvetett problémat vizsgaltunk.

Az eredeti Delsarte extremadlis probléma véges dimenziés euklideszi terekben a Fourier
transzformalt origébeli értékének maximalizalasat foglalja magaba, amint a célfiiggvény végig fut
az osszes f(0)=1 feltételt kielegité folytonos, pozitiv definit L1-beli fiuggvények halmazan melyek
pozitiv részének a tartéja egy elére megadott zart halmazban van. Késébb Dmitry Gorbachev
vizsgalta az extremalis problémanak egy olyan valtozatat, ahol a Fourier transzformalt tartéjara is
megszoritasokat tett. Ezzel a problémaval kapcsolatban a kézelmultban Révész Szilard és Elena
Berdysheva megmutattak, hogy mindig |étezik a problémanak extremalis fiiggvénye. A
projektidészakban hasonlé problémat vizsgaltunk lokalisan kompakt Abel csoportokon.

Vizsgaltuk tovabba azt az altalanos kérdést, hogy egy LCA csoporton az ¢sszes nemnegativ és
pozitiv definit flUggvénynek egy megadott mértékre vonatkozé integraljat mikor lehet egy masik
meértékre vonatkozé integraljanak konstansszorosaval feltlbecstini.

A harmonikus analizisben jelentds szerepet jatszik mértékek kulonb6z6 idealok szerinti felbontasa,
hogy példaként csak a diszkrét-folytonos felbontast vagy az abszolut folytonos-szingularis, un.
Lebesgue, felbontast emlitsiik. Norbert Wiener lemmaja példaul az egységkérén vett Borel
meértekek folytonossaga és a mérték Fourier egyutthatoinak aszimptotikus viselkedése kozott
teremt kapcsolatot. Kiderllt azonban, hogy az ilyen tipusu felbontdsoknak absztrakt
funkciondlanalizisbeli tartalma van. A kutatasi tervbe tehat (j témaként felvettiink ilyen irdnyl
vizsgalatokat is, és ezekben a lentiekben vazoltak szerint jelentés eredményeket értiink el.

Vizsgaltunk egy a harmonikus analizisbeli-potencialelméleti minimax problémat, amelyben
bizonyos intervallumon értelmezett magfiiggvények eltoltjai lokalis maximumainak eloszlasat

sikerult messzemend altalanossagban leirni és a kapott eredményeket az approximacidelméletben
alkalmazni.
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B. A koz6s projekt eredményei (max. 2 oldal)

A Malmquist-Takenaka rendszerrel kapcsolatban megmutattuk, hogy a diszkretizacidés pontok nem
csak stacionarius, hanem globalis minimum pontjait is alkotjdk a kérdéses logaritmikus
potencidlnak. igy valaszt adtunk Pap és Schipp egy kérdésére. A bizonyitds nagyban
tamaszkodott Gunter Semmler és Elias Wegert egy 2019-es, a logaritmikus potencial minimum
pontjaira vonatkozé eredményére. Tovabba egy bonyolultabb, eléjeles mérték szerinti integralt
tartalmazé logaritmikus potencialfiggvény esetén igazoltuk, hogy Cayley transzformacioval
leképezve a korvonalon lévé pontrendszer esetén definialt diszkrét energiafiiggvény a valos
szamegyeneshez definialt diszkrét energiafiiggvénybe megy at, egy additiv konstanstél eltekintve.
Tovabba, Brian Simanek egy 2018-as eredményét is élesitettik a kidolgozott eszkozokkel. Az elért
eredményekrdl publikacié készult, amelyet az igen rangos SIAM Journal of Mathematical Analysis
nemzetkoézi folydiratban jelentettiink meg.

A megszoritott feltételrendszer( Delsarte extremalis probléma kapcsan igazoltuk, hogy tetszéleges
szigma-kompakt lokalisan kompakt Abel csoport esetén is érvényben marad Révész Szilard és
Elena Berdysheva eredménye, azaz létezik extremalis fliggvénye a problémanak. Az elért
eredményrél publikacié készult, ugyanakkor jelenleg is aktivan dolgozunk a tétel kiterjesztésén a
szigma-kompakt esetrél tetszéleges Abel csoportra. A témaban elkészilt cikkiinket az Annali
Scuola Normale Superiore di Pisa folyoirat kdzlésre elfogadta.

Sikerult egy Lebesgue-tipusu felbontasi tételt igazolni az anti-dualis par kontextusban. Eszerint
barmely pozitiv operator abszolut folytonos és szingularis részekre bonthaté egy tetszéleges masik
pozitiv operatorra nézve. Az igazolt felbontasi tétel egyszerre és messzemenden altalanositja
Tsuyoshi Ando, Stanley Gudder illetve Barry Simon Hilbert-tér operatorokra, reprezentalhato
funkcionalokra, illetve szeszkvilinearis formakra igazolt analég eredményét. A cikk az igen rangos
Journal of Mathematical Analysis and Applications nemzetkézi folyéiratban jelent meg.

Szamos analizisbeli extremalis probléma vezet el minimax tipusu kérdésekhez. Ezt 2018-2019-
ben részletesen megvizsgalta Farkas Balint, Nagy Béla és Révész Szilard a koérvonal esetén. A
projektben ezen eredmények intervallumra valé kiterjesztése is sikerult bizonyos specialis
esetekben (amikor a magfuggvények egymasnak pozitiv konstansszorosai). Az altalanos eset
feltérképezése még folyamatban van, de a vizsgalt specidlis esetnek is megddbbentd mélység(i
alkalmazasai vannak. Egy sikeres alkalmazasi terllet pl. az approxmiaciéelméleti, sulyozott
Bojanov probléma megoldasa volt, de a klasszikus Csebisev probléma kapcsan is talaltunk
meglepd eredményeket. Tovabbi alkalmazasként altalanos interpolaciés feladatok megoldasa
adodott. Ezekben intervallumon minimalis szuprémum normaju, egy féegyutthatos, régzitett zérus-
multiplicitasu altalanositott polinomok viselkedésének leirasa mellett egy mély homeomorfizmus
tétel bebizonyitasa volt a kulcs.

Megvalaszoltuk azt az altalanos kérdést, hogy egy LCA csoporton az ¢sszes nemnegativ és
pozitiv definit fuiggvénynek egy megadott mértékre vonatkozé integraljat mikor lehet egy masik
mértékre vonatkozé integraljanak konstansszorosaval feltlbecsulni. Az absztrakt felbontasi tételen
felll, amit megkaptunk, azt is megoldottuk, hogy abszolut folytonos illetve atomos mértékek esetén
a felbontasban szereplé mértékek is abszolut folytonosak illetve atomosak, és ennek segitségével
megoldottuk Andrei Efimov és a szerzék egy korabbi problémajat is.

C. Az egyiittmiikodés tovabbi szempontjai: (max. 3 oldal)

1. Mennyiben alapulnak a projekt elért eredményei a német-magyar egyiittmiikodésen?

2019-ben mindkét fél tudott utazni, 2020-ban senki, 2021-ben pedig csupan a német résztvevok
tudtak réviden Magyarorszagon tart6zkodni. (Ennek megszervezése is majdnem kudarcba fulladt
az utazasi korlatozasok miatt.) A tamogatas lehetévé tette a személyes talalkozdkat, és
egyerteimuen hozzajarult a projekt sikeréhez. Révész Szilard (HU) és Farkas Balint (DE)
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egyuttmikddése nagy multra tekint vissza, az elért eredmények ezen alapulnak és ugyanehhez
jarul hozza Iényegesen a jelen projekt is, lehetévé téve tobb fiatal bevonasat a kozos kutatasba. A
magyar, fiatal magyar résztevék németorszagi tartézkodasa 2019-ben, pl. tudomanyos
konzultacion keresztul, jelentdsen hozzajarult a fentiekben leirt eredményekhez. 2021-t6l tobb Uj
német résztevéje is van a projekinek, legalabb harman pedig a projekt témajaban irjak
mesterszakos dolgozatukat. Reményeink szerint sikerul a vellk kialakitott kapcsolatot a jévében is
megtartani, és doktoranduszként vesznek majd részt a projekt folytatasanak tekinthetd
kutatasokban.

2. Hogyan befolyasolta a tamogatas a projekt elémenetelét?

2019-ben mindkeét oldalnak nehézséget jelentett, hogy a magyar oldalon a projekt anyagi feltételei
nem voltak kelléen gyorsan tisztazva. Magyar doktoranduszi vagy fiatal kutatéi fizetésbél nehéz
volt hosszutavra megelélegezni az utazas koltségeit. Ennek megfeleléen magyar mesterszakos
diakot nem is tudtunk bevonni az eredeti tervekkel szemben. Hasonl6 okokbél a diakok bevonasa
a német oldalon, egyéb anyagi forras hianyaban, szintén nehézségekbe Utkézétt. Eppen ezért is
kiemelkedéen fontosnak tartjuk Patrizio Bifulco k6z6s témavezetéssel elkészilt alapszakos
dolgozatat, és azt, hogy 6t végul is sikerilt résztvevoként felvenni a projektbe. 2021-ben ez a
probléma nem merdilt fel. Sajnos azonban a jarvany miatt nem tudtuk a projekt altal kinalt utazasi
lehetdséget teljes mértékben kihasznalni, igy pl. magyar résztvevé nem is tudott 2021-ben utazni.

Valsagkezeléskent 2021. novemberében a Rényi Alfréd Matematikai Kutatéintézetben egy mini-
workshop rendeztink, ahol a fiatal résztvevok érté matematikus kézénség elétt szamolhattak be
kutatasi témaikrél. A pandémia miatt mar a workshop létrejétte is oridsi sikernek kényvelhetd el,
azonban az eléadasok szinvonalanak kimagaslé volta okan, ezt a mini-workshopot tudomanyosan
is nagyon eredményesnek tartjuk. A workshop egyértelmiien nem johetett volna létre az anyagi
tamogatas nélkil. A német oldal utazasi lehetéségeit sikerlilt szinte teljes mértékben kihasznaini.

3. Hogyan csatlakozott a masodik évi munka az elsé év eredményeihez?

A masodik évi munka természetes folytatdsa az els6 év eredményeinek. A kutatasi tervben
felvetett kérdések jelentds részének végsé tisztazasa ezzel lezarasa kerdilt.

4. Milyen szempontbol volt jelentds a projekt a fiatal kutatok tapasztalatszerzése, szakmai
fejlédése szempontjabol?

A projekt egyik fontos célia a tudomanyos utanpétlasrél valé gondoskodas. Sikerként
konyvelhetjuk el, hogy egy wuppertali diak, Patrizio Bifulco, a két projektfelelés kozos
témavezetésével készitette el matematika alapszakos dolgozatat a harmonikus analizis egyik
fontos alappillérét jelenté Haar mérték létezésérél. O 2019. oktdber elsejétdl csatlakozott a
projekthez, ezen belll is a lokalisan kompakt csoportokra vonatkozo kutatashoz.

Szintén U] résztvevd 2019. oktoberétdl a német oldalrol Henrik Kreidler, aki a projekt témajahoz
szorosan kapcsolodd teruleten védte meg a doktori értekezését. A ,szemigruppoidok”
(reprezentacio)elméletében elért eredmeényei altalanositjdk a harmonikus analizisbél jol ismert
Peter-Weyl tételt.

Uj magyar résztvevé Csiha-Nagy Zsuzsanna, aki a 2019. év folyaman csatlakozott a projekthez, és
a Malmquist-Takenaka rendszert illeté kutatasban, valamint Gaal Marcellel kézésen a Delsarte
extremalis probléma tanulmanyozasaban ért el eredményeket. E két témaban elért eredményei és
azt ezekbdl irt két, magasan jegyzett folydiratban megjelent publikacidja nagyban hozza fog jarulni
a varhatoéan 2022-ben megszerzenddé PhD fokozatahoz is.

Két résztvevénk, Christian Budde és Gaal Marcell a 2019. év folyaman védte meg doktori

cres

disszertacidjat. Gaal Marcell azonban 2020. majusaban tragikusan elhunyt. A szemeélyes
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érintettségen feltl ez alapvetéen vetette vissza a relevans részprojektek elérehaladasat is.
Christian Budde egy révidebb posztdoktori periédus utan, allandé egyetemi-kutatoi allast szerzett,
ehhez a projektben val6 részvétele egyértelmiien hozzajarult.

A 2021-t6l csatlakozé Uj résztvevokrdl, Moritz Proell, Mehmet Erbay, Sarid Tanski, Annika Meyer,
Patrick Hermle, (mindannyian didakok) elmondhaté, hogy a nemzetkézi kézegben valo
megmérettetés, eléadastartas, tudomanyos konzultacio, jelentés mértékben hozzajarult illetve fog
majd hozzajarulni szakmai fejlédésiukhéz. Patrick Hermle 2021. oktéberétdl doktoranduszként
dolgozik egy a projekt témajahoz kapcsolddo kutatasban.

5. Sorolja fel azokat a hazai vagy kiilféldi tudomanyos kézleményeket és publikaciokat,
amelyek az egyiittmiik6dés eredményeként jelentek meg!

A fentebb jelzett témakban nyuijtottunk be illetve szandékozunk még publikacidkat benyujtani,
nemzetkézileg magasan jegyzett folyoiratokhoz. Emellett a matematika tudomany teruletén
nemzetkdzi sztenderdnek szamité arxiv-preprint szerveren is elérhetove tettik illetve tesszuk
ezeket az eredmeényeket.

Megjelent/benyujtott:

e Marcell Gaal, Béla Nagy, Zsuzsanna Nagy-Csiha, Szilard Révész, Minimal energy point
systems on the unit circle and the real line. SIAM J. Math. Anal. 52 (2020), no. 6, 6281—
6296.

e Marcell Gaal, Béla Nagy, Zsuzsanna Nagy-Csiha, On the existence of an extremal function
in the Delsarte extremal problem. Mediterr. J. Math. 17 (2020), no. 6, Paper No. 190, 16 pp.

e Marcell Gaal, Szilard Révész, Integral comparisions of nonnegative and positive definite
functions on LCA groups, kozlésre benyujtva a Mathematische Zeitschrift folydirathoz.

¢ Nikolai Edeko, Markus Haase, Henrik Kreidler, A Decomposition Theorem for Unitary
Group Representations on Kaplansky-Hilbert Modules and the Furstenberg-Zimmer
Structure Theorem, kozlésre benyujtva az Advances in Mathematics folydirathoz.

¢ Elena Berdysheva, Szilard Révész, Delsarte's Extremal Problem and Packing on Locally
Compact Abelian Groups, kézlésre elfogadva az Annali Scuola Normale Superiore di Pisa
folyéiratnal.

e Zsigmond Tarcsay, Operators on anti-dual pairs: Lebesgue decomposition of positive
operators. J. Math. Anal. Appl. 484 (2020), no. 2, 123753, 28 pp.

Benyujtas alatt:
e Balint Farkas, Béla Nagy and Szilard Révész, On the weighted Bojanov-Chebyshev
Problem and the sum of translates method of Fenton.
e Balint Farkas, Béla Nagy and Szilard Révész, A homeomorphism theorem for sums of
translates.

Elékésziiletben:
e Balint Farkas, Béla Nagy and Szilard Révész, A general minimax problem for sums of
translates on the interval.

6. Milyen akadalyokat vagy problémakat érzékelt a projekt végrehajtasa soran?

2019-ben a tamogatas hianya illetve késedelme nagyban hatraltatta a projekt elkezdését. Szamos
fiatal, német kutaté jott volna Magyarorszagra, de a magyar oldalon az alairas és a pénzugyi
tamogatas sulyos késlekedése ezt nem tette még lehetévé, igy valsagtervink szerint a német oldal
latogatasa a 2019. év utolsé harom hénapjara koncentralédott.

A 2020-2021-es koronavirusjarvany hatasa semmiképpen nem hagyhato figyelmen Kival. A
korlatozasok miatt 2020-ban egyik tervezett utazasra sem kerulhetett sor. A projektiink egy évvel
valé meghosszabbitasaban tapasztalt rugaimassag miatt halasak vagyunk. Sajnos azonban a
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2021-es év sem a varakozasoknak megfeleléen alakult. A magyar kutatok hivatalosan csak 2021
szeptemberétdl utazhattak kulféldre, amikor viszont az egyetemi félév mar megkezdddott, ez
gyakorlatilag lehetetlenné tette a Németorszagba iranyulé utazasokat. Mindemellett az utazasi
korlatozasok és hataratlépési feltételek folyamatos valtozasa majdnem megcsaklyazta a német fél
magyarorszagi latogatasait is. (A német fél egyébként 2020. augusztusatél utazhatott volna.)
Emiatt is hatalmas eredménynek értékeljuk a 2021. novemberi workshop megszervezését,
amelyen, egy résztvevd betegség miatti kivételével, minden német projekttag jelen volt.

A nehézségek ellenére, Osszességében nagyon pozitivan latjuk a szamos fiatal kutatdbol
kialakitott kis csapat Iétrejottet, és reménykedlnk abban, hogy ezt a jovoben még béviteni is
tudjuk, illetve, hogy az egyuttm(ikbdés a projekt lezarta utan is folytatédni fog.

7. Mi a legjelentésebb szakmai eredmény, amit kiemelne a projektegyiittmiikédés kapcsan?

Tudomanyos eredmények:

1. Megvalaszoltuk Pap Margit és Schipp Ferenc egy fontos kérdését a Malmquist-Takenaka
rendszerrel kapcsolatban.

2. Bebizonyitottunk egy potencialelméleti, minimax tipusu probléma kapcsan egy nagyon
mely homeomorfizmus tételt, mellyel magat a minimax problémat is sikerult megoldani, és
a remeényeinket messze tulszarnyalé alkalmazasokat talalni az approximaciéelméletben.

3. Egy Kaplansky-Hilbert modulusok elméletét hasznal6 relativ Jacobs-de Leeuw-Glicksberg
tipusu felbontast sikerult igazolni.

4. Egy LCA csoporton az ésszes nemnegativ és pozitiv definit figgvénynek egy megadott dm
mértékre vonatkozé integraljat akkor lehet egy masik dn mértékre vonatkozé integraljanak
C konstansszorosaval feltlbecsulni, ha d(Cn-m) eldall, mint egy nemnegativ, egy pozitiv
definit és egy paratlan mérték 6sszege.

Egyéb eredmények:

1. Kozbs temavezetessel vegzett egy resztvevonk a Wuppertali Egyetem matematikus
alapszakan, 2019. oktobertdl mesterszakos hallgatoként csatlakozott a projekthez.
Mesterszakos diplomamunkajat is a harmonikus analizisben fontos szerepet jatszé
amenabilis csoportokrol irja.

2. Egy résztevd, Patrick Hermle, a projekt ideje alatt szerzett matematikus diplomat és a
projekthez tematikailag kapcsoldédd kutatasban dolgozik doktoranduszként 2021-t4l.

3. Harom résztvevénk a 2019. év folyaman védte meg doktori értekezését.

4. 2021. novemberében miniworkshopot rendeztiink, ahol a résztvevék kutatasi témaikrol
szamolhattak be. A workshop szinvonalat jl jelzi, hogy neves, aktiv hazai kutatok is
bekapcsolodtak, és érdekliédve hallgattak végig a szinvonalas eléadasokat.

5. Sikeriilt egy lendiiletes, fiatalokbdl allo kutatécsoportot 6sszekovacsolni.

8. Van-e olyan javaslat, amivel médositana a palyazati felhivas és végrehajtas szempontjait
a jovore nézve?

Erdemes lenne a fejenként folydsithatd 6sszegek nagysagan emelni. 2021-ben Budapesten a
német diakoknak jaré 25 EUR napidijbdl gyakorlatilag nem lehet elfogadhaté szallast talaini. Ezt
ugy tudtuk athidalni, kihasznalva a német résztvevék kozos utazasat, hogy a didkok egyutt
béreltek egy lakast. Az egyetemi oktatoknak jaré 48 EUR szintén kevésnek bizonyult. Alapvetéen
feleslegesnek tartjuk a két napidijkategoria fenntartasat, és udvézéinénk ebben némi flexibilitast.

Az ilyen rovid (2 éves) futamideji és kis 6sszegli tamogatassal futd kutatasi projektek esetében
megitélésunk szerint nem sok értelme van éves részbeszamolokat kérni, ez gyakorlatilag

folosleges formalitas és burokratikus tébbletteher.
o ~ \
RASCNAN
Kelt: 2021. december 4. (Révesz Szilard)



